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Resumen. Se estudia la teor´ıa de Elevadores de Estructura en la categor´ıa
de los espacios topolo´gicos y su aplicacio´n a la construccio´n de categor´ıas
topolo´gicas. Posteriormente se construyen topos asociados a las categor´ıas
topolo´gicas generadas.
Palabras claves Categor´ıas topolo´gicas, elevadores de estructura, sub-
categor´ıas reflexivas, topos.
Abstract. The theory of Structure Elevators is studied within the cate-
gory of topological spaces along with its applications to the construction
of topological categories. Furthermore the topoi that improve the topolo-
gical categories are constructed.
Key Words and Phrases. Topological categories, structure elevators,
reflective subcategories, topos.
INTRODUCCIO´N
Este trabajo pretende dar informacio´n acerca del uso de la estructura de ca-
tegor´ıa topolo´gica para construir movimientos fibrados, que corresponden a
endofuntores en una categor´ıa topolo´gica y que hemos llamado Elevadores de
Estructura.
La teor´ıa de Elevadores de Estructura es motivada desde la topolog´ıa. As´ı que
las nuevas definiciones y resultados obtenidos aqu´ı corresponden a categor´ıas
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de espacios topolo´gicos. El estudio de estos funtores es el centro de atencio´n
del trabajo.
La idea de elevador surge al pensar en lo que podr´ıa significar hacer crecer
una estructura. Comentemos un poco esta idea. Construir un espacio o´ptimo a
partir de un espacio topolo´gico dado, motiva las nociones de subcategor´ıas re-
flexivas y correflexivas, que expresan nociones de mejoramiento y densidad. Por
ejemplo: la categor´ıa de los espacios Compactos de Hausdorff es una subcate-
gor´ıa reflexiva de la categor´ıa del los espacios completamente regulares; en este
caso el proceso de optimizacio´n es precisamente la compactificacio´n de Stone
- Cˇech, que define un funtor adjunto a izquierda del funtor de inclusio´n de los
Compactos de Hausdorff en los completamente regulares. Particularmente en
este ejemplo, el objeto y su mejorado cambian de conjunto subyacente. Al ob-
servar la categor´ıa de los espacios topolo´gicos como una categor´ıa de conjuntos
con estructura pensamos en lo que significar´ıa mejorar un espacio topolo´gico
sin cambiar el conjunto subyacente. Esta idea nos condujo a la nocio´n de ele-
vador en la categor´ıa de los espacios topolo´gicos, que se interpreta, de manera
intuitiva, como un funtor que asigna a un espacio topolo´gico otro en el mis-
mo conjunto subyacente pero con topolog´ıa ma´s fina. De manera natural, esta
definicio´n se generalizo´ a categor´ıas topolo´gicas.
Una vez se capta la importancia de los elevadores definidos en Top, en este
punto nos preguntamos si estos tienen un tipo de relacio´n comunitaria, esto es,
si puede haber una forma de englobar esa virtud dentro de una categor´ıa. Al
respecto se observo´ que la categor´ıa de los elevadores idempotentes determinan
una categor´ıa de cara´cter topolo´gico.
El estudio de la teor´ıa de Elevadores de Estructura nos condujo, en primera
instancia, a la creacio´n de un me´todo de construccio´n de categor´ıas topolo´gicas
que tienen, adema´s, un cara´cter algebraico; al final demostramos que la cate-
gor´ıa topolo´gica asociada a un elevador corresponde a las coa´lgebras de una
co-teor´ıa algebraica definida en Top. Las categor´ıas de los espacios secuencia-
les y de los completamente regulares son algunos ejemplos que ilustran estas
construcciones.
En una segunda instancia la teor´ıa desarrollada nos llevo´ a establecer relaciones
con la teor´ıa de topos. En este trabajo se propone un me´todo de construccio´n
de topos que extienden las categor´ıas topolo´gicas generadas por una clase de
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Elevadores de Estructura que hemos denominado Elevadores de Estructura Re-
presentables. En particular los topos construidos determinan a la subcategor´ıa
topolo´gica generada por un Elevador de Estructura Representable como una
subcategor´ıa reflexiva de e´ste. El estudio de esta clase de topos nos condujo,
inspirados en Johnstone [10], a la nocio´n de topos-topolo´gico.
Tomando como punto de partida el espacio de los nu´meros reales, con el fin
de ilustrar una aplicacio´n de la teor´ıa desarrollada, se construyen un Elevador
de Estructura, la categor´ıa topolo´gica correspondiente y el topos asociado. Al
respecto se muestra una relacio´n entre una categor´ıa formada por espacios
vectoriales topolo´gicos reales y una categor´ıa de mo´dulos en el topos.
1. INTRODUCCIO´N A LA TOPOLOGI´A CATEGO´RICA
La nocio´n de categor´ıa topolo´gica. En una de sus direcciones de trabajo,
la topolog´ıa catego´rica aparece como el estudio de la generalizacio´n del funtor
olvido de estructura definido de la categor´ıa de los espacios topolo´gicos en la
categor´ıa de los conjuntos, en especial de las propiedades relativas a la existencia
de estructuras iniciales y finales que tiene dicho funtor.
En esta seccio´n se presentan algunos resultados y conceptos ba´sicos de la to-
polog´ıa catego´rica que consideramos necesarios en el desarrollo del trabajo.
Definicio´n 1.0.1. Sea F : C → D un funtor. Se dice que F es un funtor
topolo´gico y que C es una categor´ıa topolo´gica relativa a F y a D, si se cumplen
las siguientes condiciones:
i) F es fiel.
ii) F es apto para construir estructuras iniciales y finales de fuentes y sumi-
deros unitarios.
iii) Para cada objeto X de D, la fibra Fib(X) tiene estructura de ret´ıculo
completo.
Esta definicio´n es equivalente a la dada por Ada´mek, Herrlich y Strecker en
[2], lo cual se demuestra en [3], en donde adema´s se relaciona esta nocio´n con
la dada por Preuss en [20].
Cuando no haya lugar a confusio´n, nos referiremos a la categor´ıa topolo´gica C,
sin mencionar el funtor F y la categor´ıa D. En otras ocasiones diremos que C
es una categor´ıa topolo´gica sobre D fibrada a trave´s de F .
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Siguiendo a [1] y [2], con el fin de introducirnos en el tema, aclaremos los
conceptos involucrados en la nocio´n de categor´ıa topolo´gica y de uso frecuente
en el desarrollo del trabajo.
Para facilitar la comprensio´n de algunas definiciones y resultados, de las seccio-
nes 1 y 2, los objetos y morfismos de una categor´ıa topolo´gica los notaremos en
negrilla y sus ima´genes por el funtor los escribiremos sin negrilla. Por ejemplo,
en la categor´ıa de los espacios topolo´gicos f : X→ Y simboliza una funcio´n
continua y f : X → Y la funcio´n correspondiente en la categor´ıa de los conjun-
tos.
Sea F : C → D un funtor. Se dice que F es fiel, si para todo par de morfismos
f ,g : X→ Y de C tales que F (f) = F (g), se tiene que f = g.
Sea f : X→ Y un morfismo de C. Se dice que f cumple la propiedad universal
inicial relativa al funtor F , si para todo objeto Z de C, con F (Z) = Z y todo
morfismo g : Z → X, para el cual exista un morfismo h : Z → Y tal que
F (h) = f ◦ g, existe un morfismo g : Z→ X tal que f ◦ g = h y F (g) = g.
Se dice que un morfismo f : X → Y de D es apto para construir estructuras
iniciales de fuentes unitarias, si para todo objeto Y de C, tal que F (Y) = Y ,
existe un objeto X en C, con F (X) = X y un morfismo f : X→ Y que cumple
la propiedad universal inicial; en tal caso, se dice que X es la estructura inicial
relativa a f y a Y. Se dice que F es apto para construir estructuras iniciales
de fuentes unitarias, si todo morfismo de D es apto para construir estructuras
iniciales.
De manera dual, se tienen las definiciones de morfismo con propiedad universal
final y estructura final.
Como se puede observar, estas definiciones generalizan las nociones de topolog´ıa
inicial y final. Veremos enseguida que estas definiciones pueden ser extendidas
a un contexto ma´s general.
Sean C una categor´ıa topolo´gica, I un conjunto de ı´ndices y X un objeto de
D. Una fuente relativa a F esta´ formada por una familia de morfismos {fi :
X → Yi}i∈I de D, junto con una familia de objetos {Yi}i∈I de C, tales que
F (Yi) = Yi para cada i ∈ I. Una fuente la notaremos {fi : X → Yi}i∈I . Una
estructura inicial para una fuente {fi : X → Yi}i∈I , es un objeto X en C, tal
que:
i) Para cada i ∈ I, existe un morfismo fi : X→ Yi, tal que F (fi) = fi.
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ii) Para cada objeto Z de C, con F (Z) = Z y cada morfismo h : Z → X,
si para cada i ∈ I, existe un morfismo ki : Z → Yi con F (ki) = fi ◦ h,
entonces existe un morfismo h : Z→ X con F (h) = h
De manera dual se definen sumidero y estructura final para un sumidero.
Sea X un objeto de D. Notemos con Fib(X) la coleccio´n de los objetos X de
C, tales que F (X) = X. En Fib(X) se define la relacio´n “≤” as´ı: Dados X1
y X2 en Fib(X), se dice que X1 ≤ X2, si y solamente si, existe un morfismo
f : X2 → X1 tal que F (f) = 1X . A la pareja (Fib(X),≤) se le llama la fibra
de X y algunas veces se notara´ simplemente Fib(X).
Observacio´n 1.0.1. Sea F : C → D un funtor. Para cada objeto X de D la
relacio´n “≤” definida en Fib(X) es reflexiva y transitiva. Para que (Fib(X),≤)
sea una clase ordenada se requiere que F sea fuertemente fiel, es decir, que para
todo isomorfismo f tal que F (f) = 1X , f sea una identidad de C.
Las siguientes proposiciones se obtienen a partir de la Definicio´n 1.0.1
Proposicio´n 1.0.1. En una categor´ıa topolo´gica C toda fuente tiene estructura
inicial y todo sumidero tiene estructura final.
Demostracio´n. En efecto, sea {fi : X → Yi}i∈I una fuente. Sea Xi la estruc-
tura inicial para fi. Entonces el supremo de la familia {Xi}i∈I corresponde a
la estructura inicial para la fuente dada. De manera dual, se prueba que todo
sumidero tiene estructura final. 
Proposicio´n 1.0.2. Sea C una categor´ıa topolo´gica fibrada sobre una categor´ıa
D. Si D es completa (cocompleta), entonces C es completa (cocompleta).
Demostracio´n. Los l´ımites y col´ımites en C se construyen en D y haciendo uso
de estructuras iniciales y finales se trasladan a C. 
Proposicio´n 1.0.3. Sea F : C −→ D un funtor topolo´gico. Entonces F admite
adjunto a izquierda y a derecha.
Demostracio´n. Para cada objeto X de D notemos con XM el ma´ximo en su
fibra y con X la estructura inicial para la fuente {f : X → YM} determinada
por un morfismo f : X → Y de D y el objeto YM ; en tal caso puesto que
X ≤ XM , existe un morfismo h : XM → X tal que F (h) = 1X . El adjunto
izquierda de F es el funtor D : D → C definido por D(X) = XM y D(f) = f ◦h.
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El adjunto a derecha a F es el funtor G que asigna a cada objeto de D el
mı´nimo en su fibra. En morfismos, G se define de manera dual al adjunto a
izquierda, haciendo uso de estructuras finales y del orden en la fibra.
En cada caso la adjuncio´n es fa´cil de establecer. 
Corolario 1.0.1. Si F : C → D es un funtor topolo´gico, entonces F preserva
l´ımites y col´ımites.
Ejemplos 1.0.1.
1) La categor´ıa Top de los espacios topolo´gicos y funciones continuas es una
categor´ıa topolo´gica fibrada a trave´s del funtor de olvido de estructura, que
notamos Oe, sobre la categor´ıa de los conjuntos. Este es el ejemplo que
motiva la definicio´n de categor´ıa topolo´gica.
Si f : X → Y es una funcio´n y α es una topolog´ıa sobre Y , la topolog´ıa
inicial sobre X relativa a f y α esta´ dada por {f−1(A) | A ∈ α}. Si g : X →
Y es una funcio´n y β es una topolog´ıa sobre X, la topolog´ıa final sobre Y
corresponde a {B | g−1(B) ∈ β}.
Si X es un conjunto y {Yi}i∈I es una familia de espacios topolo´gicos, la
topolog´ıa inicial para una fuente {fi : X → Yi}i∈I tiene como subbase la
familia de abiertos {f−1i (A) | A es abierto en Yi}i∈I .
Si Y es un conjunto y {Xi}i∈I una familia de espacios topolo´gicos, la
topolog´ıa final para un sumidero {fi : Xi → Y }i∈I corresponde a la inter-
seccio´n de la familia {A | f−1i (A) es abierto en Xi, A ⊆ Y }i∈I .
2) Las categor´ıas de los espacios Uniformes, Pretopolo´gicos y Pseudotopolo´gi-
cos son categor´ıas topolo´gicas fibradas sobre la categor´ıa de los conjuntos
[2].
2. ELEVADORES DE ESTRUCTURA
La teor´ıa de Elevadores de Estructura es motivada desde la topolog´ıa. En esta
seccio´n nos restringiremos a trabajar una clase importante de Elevadores de
Estructura en la categor´ıa de los espacios topolo´gicos Top a los que denomina-
remos idempotentes y mostraremos que sus puntos fijos dan origen a categor´ıas
topolo´gicas que resultan subcategor´ıas correflexivas de Top.
2.1. La Nocio´n de Elevador de Estructura.
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Definicio´n 2.1.1. Sea F : C → D un funtor topolo´gico y sea E : C → C
un funtor. Diremos que E es un Elevador de Estructura si se satisfacen las
siguientes condiciones:
1. F ◦ E = F .
2. X ≤ E(X) para todo objeto X de C.
La condicio´n (1 ) implica que E es fiel y que E(X) ∈ Fib(X) para todo objeto
X de C.
Ana´logamente se dice que un funtor C : C → C es un Coelevador de Estructura
si F ◦ C = F y para todo objeto X de C se tiene que C(X) ≤ X.
En adelante, nos referiremos a los funtores Elevadores (Coelevadores) de Es-
tructura simplemente como elevadores (coelevadores).
Nota: Es de anotar que a pesar de la sencillez de la nocio´n de Elevador de
Estructura, no la hemos encontrado referenciada de manera expl´ıcita en la
literatura. Hemos tratado de relacionarla con otras nociones, entre otras, con
la nocio´n de operador de clausura [4] y al respecto hemos encontrado que son
independientes una de la otra.
2.2. Elevadores idempotentes en la categor´ıa de los espacios to-
polo´gicos y subcategor´ıas generadas. Un funtor E definido en Top se dice
idempotente si para toda funcio´n continua f , E2(f) = E(f). No´tese que en este
caso para todo espacio topolo´gico X E2(X) = E(X). Adema´s los puntos fijos
de E coinciden con la imagen de E. La subcategor´ıa plena de Top formada por
los puntos fijos de E se notara´ E(Top).
Como se vera´ ma´s adelante los puntos fijos de elevadores y coelevadores idem-
potentes generan categor´ıas topolo´gicas. Sin embargo el siguiente teorema que
se constituye en uno de los resultados centrales usa funtores con menos propie-
dades.
Teorema 2.2.1. Sea E : Top→ Top un funtor idempotente tal que Oe ◦ E =
Oe. Entonces, la categor´ıa E(Top) es una categor´ıa topolo´gica.
Demostracio´n. Consideremos el funtor Oe : E(Top) → Conj, restriccio´n del
funtor Oe : Top→ Top.
i) Estructuras iniciales de fuentes unitarias en E(Top). Sea Y un objeto en
E(Top) y sea f : X → Y una funcio´n. Entonces, en la categor´ıa Top
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existen un espacio topolo´gico X y una funcio´n f : X → Y tal que X es
la estructura inicial para la fuente {f : X → Y}. Entonces, se determina
la funcio´n continua E(f) : E(X) → Y y Oe(E(f)) = Oe(f) = f . Veamos
que E(X) es la estructura inicial para {f : X → Y} en E(Top). Sea Z un
objeto en E(Top) y sea g : Z → X una funcio´n. Sea h = f◦g y supongamos
que h : Z → Y es una funcio´n continua en E(Top) tal que Oe(h) = h.
Entonces h es una funcio´n continua en Top y puesto queX es la estructura
inicial para {f : X → Y} en Top, existe una funcio´n continua g : Z→ X
en Top tal que Oe(g) = g, de lo cual se sigue que E(g) : Z → E(X) es
una funcio´n continua en E(Top) tal que Oe(E(g)) = g.
ii) Estructuras finales de sumideros unitarios en E(Top). Sea X un objeto
en E(Top) y sea f : X → Y una funcio´n. Entonces, en la categor´ıa Top
existen un espacio topolo´gico Y y una funcio´n continua f : X → Y tal
que Y es la estructura final para el sumidero {f : X → Y }. Entonces, se
determina la funcio´n continua E(f) : X→ E(Y) y Oe(E(f)) = Oe(f) = f .
Veamos que E(Y) es la estructura final para {f : X → Y } en E(Top).
Sea Z un objeto en E(Top) y sea g : Y → Z una funcio´n. Sea h = g ◦ f ,
supongamos que h : X → Z es una funcio´n continua en E(Top) tal que
Oe(h) = h. Entonces, h es una funcio´n continua en Top y puesto que Y es
la estructura final para {f : X→ Y } en Top, existe una funcio´n continua
g : Y → Z en Top tal que Oe(g) = g, de lo cual se sigue que E(g) :
E(Y)→ Z es una funcio´n continua en E(Top) tal que Oe(E(g)) = g.
iii) Las fibras en E(Top) tienen estructura de ret´ıculo completo. En efecto,
sea I un conjunto no vac´ıo, sea X un conjunto y sea (Xi)i∈I una familia de
objetos en la fibra de X en E(Top). SeaX el supremo de la familia (Xi)i∈I
en Top. Veamos que E(X) es el supremo de dicha familia en E(Top). En
la categor´ıa Top, Xi ≤ X para todo i ∈ I, lo cual implica que existe una
familia de funciones continuas, en este caso identidades, {fi : X→ Xi}i∈I
tal que para cada i ∈ I Oe(fi) = 1X , siendo 1X la identidad deX. Entonces
en E(Top) se determina la familia de identidades {E(fi) : E(X)→ Xi}i∈I
tal que para cada i ∈ I Oe(E(fi)) = 1X y por lo tanto Xi ≤ E(X) para
todo i ∈ I. Ahora, supongamos que en E(Top), en la fibra de X, existe un
objeto X′ tal que Xi ≤ X′ para todo i ∈ I. Entonces en la categor´ıa Top,
por definicio´n de supremo X ≤ X′, lo cual significa que existe una funcio´n
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continua, nuevamente una identidad, f : X′ → X tal que Oe(f) = 1X . Por
lo tanto E(f) : X′ → E(X) verifica Oe(E(f)) = 1X , de donde E(X) ≤ X′.
Por lo tanto E(X) es el supremo de la familia (Xi)i∈I en E(Top).
Ana´logamente se construyen los ı´nfimos en E(Top). 
Corolario 2.2.1. Sea E un elevador idempotente en Top. Entonces:
1) E(Top) es una categor´ıa topolo´gica.
2) E(Top) es completa y cocompleta.
3) E(Top) es una subcategor´ıa correflexiva de Top.
4) Si X ∈ E(Top) y Y ∈ Top, entonces [X,Y]Top ∼= [X, E(Y)]E(Top)
5) E : Top→ E(Top) preserva l´ımites.
6) Si A es un subespacio de X en Top, entonces E(A) es un subespacio de
E(X) en E(Top).
7) Si B es un espacio cociente de X en Top y X ∈ E(Top), entonces B ∈
E(Top)
Proposicio´n 2.2.1. Si E1 y E2 son elevadores idempotentes en Top que ge-
neran la misma categor´ıa topolo´gica, entonces E1 = E2.
Demostracio´n. Sea X un espacio topolo´gico, entonces la funcio´n identidad iX :
E1(X) → X es continua. Puesto que E1(X) ∈ E2(Top), al aplicar E2 a esta
funcio´n se obtiene la funcio´n continua iX : E1(X) → E2(X). En forma similar
se demuestra que la identidad iX : E2(X) → E1(X) es continua. Por lo tanto
E1(X) = E2(X). Adema´s, para toda funcio´n continua f , se tiene que E1(f) =
E2(f) = f . 
Corolario 2.2.2.
i) Si E es un elevador idempotente en Top diferente de la identidad, entonces
E(Top) 6= Top.
ii) El u´nico elevador idempotente y sobreyectivo en Top es la identidad.
De manera dual se obtienen los resultados para coelevadores definidos en Top.
2.3. Elevadores generados por espacios topolo´gicos. Haciendo uso de
estructuras finales los espacios topolo´gicos definen elevadores, como se ilustra
a continuacio´n.
Sean W y X espacios topolo´gicos. En la coleccio´n de funciones continuas de
W en X al olvidar la topolog´ıa de X se obtiene el sumidero que notamos
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S(W,X) = {f : W → X | f ∈ [W,X]Top}. La estructura final para S(W,X) la
notaremos FS(W,X) .
Lema 2.3.1. Sean W y X espacios topolo´gicos. Entonces
[W,X]Top ∼= [W, FS(W,X) ]Top
Teorema 2.3.1. Sea W un espacio topolo´gico. La aplicacio´n
EW : Top→ Top definida por EW(X) := FS(W,X) y EW(f) := f define a EW
como un elevador idempotente en Top.
Demostracio´n. Por el lema anterior, para cada espacio topolo´gico X la funcio´n
identidad iX : EW(X)→ X es continua, de donde X ≤ EW(X).
Sea f : X → Y una funcio´n continua. Sea g : W → EW(X) una funcio´n
continua. Entonces g : W → X es continua, de donde f ◦ g : W → Y es
continua. Sea h = f ◦ g. Por el lema anterior h : W → EW(Y) es continua.
Por lo tanto f : EW(X)→ EW(Y) es continua.
Como consecuencia del lema anterior, para cada espacio topolo´gico X,
[W, EW(X)]Top ∼= [W,X]Top. Entonces, al aplicar EW a EW(X) se consideran
las funciones continuas de W en X. Las topolog´ıas finales para EW(X) y X,
con los sumideros as´ı determinados, coinciden. Por lo tanto E2W(X) = EW(X).
De este hecho, por la definicio´n de la aplicacio´n EW en las funciones continuas
se sigue que E2W(f) = f .
Finalmente Oe ◦ EW = Oe, lo cual completa la demostracio´n. 
Corolario 2.3.1. Sea W un espacio topolo´gico, entonces:
1) EW(Top) es una categor´ıa topolo´gica.
2) EW(Top) es completa y cocompleta.
3) EW(Top) es una subcategor´ıa correflexiva de Top.
4) Si X ∈ EW (Top) y Y ∈ Top, entonces [X,Y]Top ∼= [X, EW(Y)]EW(Top)
5) EW : Top→ EW (Top) preserva l´ımites.
6) W pertenece a la categor´ıa EW(Top).
7) Si A es un subespacio de X en Top, entonces EW(A) es un subespacio de
EW(X) en EW(Top).
8) Si B es un espacio cociente de X en Top y X ∈ EW(Top), entonces B ∈
EW(Top) .
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Definicio´n 2.3.1. Se dice que un elevador E es representable si es isomorfo
a un elevador de la forma EW para algu´n espacio topolo´gico W.
Observacio´n 2.3.1. En general si {Wi}i∈I es una familia de espacios to-
polo´gicos, se determina un elevador idempotente E(Wi), el cual se define aso-
ciando a cada espacio topolo´gico X la estructura final para el sumidero {f :
Wi → X | f ∈ [Wi,X]Top}i∈I ; en funciones continuas el funtor se define por
E(Wi)(f) = f .
La siguiente proposicio´n se sigue de la definicio´n de elevador y de coproducto.
Proposicio´n 2.3.1. Si {Wi}i∈I es una familia de espacios topolo´gicos y qWi
es su coproducto, entonces E(Wi)i∈I = E(qWi).
Observacio´n 2.3.2. De manera dual, haciendo uso de estructuras iniciales, un
espacio topolo´gico W determina un coelevador idempotente, que notamos CW;
obtenie´ndose resultados duales a los expuestos en la teor´ıa de los elevadores
representables.
La prueba de la siguiente proposicio´n se sigue directamente de la definicio´n de
elevador y coelevador.
Proposicio´n 2.3.2. Sea W un espacio topolo´gico. Existe una adjuncio´n entre
las categor´ıas CW(Top) y EW(Top), ma´s exactamente
CW : EW(Top)→ CW(Top)
es adjunto a izquierda de
EW : CW(Top)→ EW(Top)
Ejemplos 2.3.1.
1) Se dice que un espacio X es secuencial, si cada subconjunto secuencialmente
abierto de X es abierto. Un subconjunto A ⊆ X es secuencialmente abierto
si cada sucesio´n en X que converge a un punto de A esta´ eventualmente en
A, en otras palabras, por fuera de A so´lo hay un nu´mero finito de te´rminos
de la sucesio´n.
Consideremos N∞ = {0, 1, 1/2, . . . , 1/n, . . .} como subespacio del conjun-
to de los nu´meros reales R con su topolog´ıa usual.
La categor´ıa EN∞(Top) corresponde a los espacios secuenciales.
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2) Un espacio topolo´gico es un k-espacio si tiene la topolog´ıa final generada por
el sumidero que determinan las inclusiones de sus subespacios compactos.
Sea C la clase de los espacios compactos. En forma similar a la construc-
cio´n sugerida en la Observacio´n 2.3.1, C determina un elevador. La categor´ıa
de los k-espacios corresponde a los puntos fijos del elevador determinado por
C.
Esta construccio´n muestra que es posible generar un elevador haciendo
uso de una clase de espacios topolo´gicos, evitando la limitante de la car-
dinalidad impuesta en la Observacio´n 2.3.1. No´tese que en este caso no es
aplicable la Proposicio´n 2.3.1 a la clase C.
3) Sea I = [0, 1] con su topolog´ıa usual. Se dice que un espacio topolo´gico X
es completamente regular, si y so´lo si, para todo A subconjunto cerrado de
X y para todo x ∈ X con x /∈ A, existe una funcio´n continua f : X→ I tal
que f(x) = 0 y f(A) = 1.
Se sabe que un espacio topolo´gico X es completamente regular, si y so´lo
si, tiene la topolog´ıa inicial inducida por la familia de funciones continuas y
acotadas de valor real, ver por ejemplo [22].
La categor´ıa CI(Top) corresponde a los espacios completamente regula-
res.
4) Consideremos el espacio de Sierpinski S = ({0, 1}, τ) donde τ = {∅, {0, 1}, {0}}.
La categor´ıa CS(Top) es isomorfa a Top. Por lo tanto el funtor identidad de
Top es representable.
5) Sea D : Top → Top el elevador que asigna a cada espacio topolo´gico X el
espacio discreto sobre el conjunto X. D es representable por todo espacio
discreto. Los puntos fijos de D son los espacios discretos. Al considerar
el conjunto {0, 1} con la topolog´ıa discreta, el producto Π{0, 1}n∈N en la
categor´ıa Top es el espacio de Cantor que no es discreto y al aplicar D al
espacio de Cantor se obtiene un espacio discreto. Este ejemplo hace ver que
los productos en D(Top) no coinciden con los de Top, de lo cual se sigue
que en general un elevador no preserva productos.
6) El funtor que asigna a cada espacio topolo´gico el espacio con topolog´ıa
grosera en su fibra es un coelevador con infinitos representantes.
7) Sea R el conjunto de los nu´meros reales con su topolog´ıa usual. En el sub-
espacio Q de los nu´meros racionales de R, los conexos corresponden a los
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conjuntos unitarios. Puesto que R es conexo, las u´nicas funciones continuas
de R en Q son las constantes, lo cual implica que ER(Q) es un espacio
discreto. Entonces, no´tese que R ∈ ER(Top) y Q /∈ ER(Top). Este es un
ejemplo de una categor´ıa topolo´gica generada por un elevador que no es
cerrada para la formacio´n de subespacios.
2.4. La categor´ıa de los elevadores idempotentes de Top. En este
apartado se define la categor´ıa de los elevadores idempotentes de Top y se
muestra que e´sta se comporta como una categor´ıa topolo´gica.
Un endomorfismo del funtor olvido Oe : Top −→ Conj es un funtor
F : Top→ Top tal que Oe ◦ F = Oe
Top Top
Conj
-F
@
@@ROe
 
  	 Oe
La categor´ıa de los elevadores idempotentes de Top que notaremos EL(Top),
tiene por objetos a las parejas (Top,E), donde E es un elevador idempotente. A
la pareja (Top,E) la llamaremos un EL−espacio. Un morfismo F : (Top,E1)→
(Top,E2) es un endomorfismo de Oe que verifica F(E1(X)) ≤ E2(F(X)), en
otras palabras, la funcio´n identidad iX : E2(F(X)) → F(E1(X)) es continua.
En tal caso a F lo llamaremos un funtor continuo. Para cada EL − espacio
(Top,E) la identidad es un funtor continuo y la composicio´n de funtores con-
tinuos es un funtor continuo.
Nota: La nocio´n de funtor continuo es motivada por la caracterizacio´n de una
funcio´n continua a trave´s de la adherencia, esto es f : X→ Y es continua, si y
so´lo si, para todo subconjunto A de X, f(A) ⊆ f(A).
El siguiente lema permite demostrar que la coleccio´n de los elevadores idempo-
tentes tiene una estructura natural de ret´ıculo completo.
Lema 2.4.1. Sea E : Top→ Top un elevador idempotente. Entonces para todo
par de espacios topolo´gicos X y X′ tales que X ≤ X′ ≤ E(X), se tiene que
E(X′) = E(X).
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La coleccio´n E de elevadores de estructura idempotentes es una clase ordenada
por la relacio´n:
E1 ≤ E2, si y so´lo si, para todo espacio topolo´gico X, E1(X) ≤ E2(X)
Los elevadores mı´nimo y ma´ximo corresponden respectivamente a los funtores
identidad I y discreto D.
Dada una coleccio´n de elevadores idempotentes (Ei)i∈I , el ı´nfimo corresponde
al elevador E, definido por E(X) =
∧
Ei(X) y E(f) = f , donde
∧
Ei(X)
designa al ı´nfimo de la familia (Ei(X))i∈I en Fib(X). En efecto, puesto que
X ≤ Ei(X) para todo i ∈ I, se tiene que X ≤
∧
Ei(X); de donde X ≤ E(X).
Para probar que E es idempotente obse´rvese que
∧
Ei(X) ≤ Ei(X) para todo
i ∈ I, por lo tanto X ≤ ∧Ei(X). Entonces, puesto que para todo i ∈ I, Ei es
idempotente, haciendo uso del lema anterior se tiene que Ei(X) = Ei(
∧
Ei(X))
de lo cual se sigue que E es idempotente y E ≤ Ei para todo i ∈ I. Por lo
tanto E es el ı´nfimo de la familia dada.
De la existencia de mı´nimo, ma´ximo y extremos inferiores en (E,≤) se sigue la
existencia de extremos superiores. Por lo tanto (E,≤) es un ret´ıculo completo.
Si F : Top → (Top,E) es un endofuntor de Oe, el funtor identidad ITop hace
de F : (Top , ITop)→ (Top,E) un funtor continuo. Por lo tanto la coleccio´n de
los elevadores EE que hacen de F un funtor continuo es no vac´ıa. Si E′ es el
ı´nfimo de EE , entonces F : (Top,E′)→ (Top,E) es continuo.
De forma dual, si F : (Top,E) → Top es un endofuntor de Oe, el funtor
discreto D hace de F : (Top ,E) → (Top,D) un funtor continuo. Por lo tanto
la coleccio´n de los elevadores EE que hacen de F un funtor continuo es no vac´ıa.
Sea E′ el supremo de EE . Entonces F : (Top,E)→ (Top,E′) es continuo.
3. TOPOS TOPOLO´GICOS
Usando elementos de la topolog´ıa catego´rica desarrollaremos una teor´ıa que
permite construir topos que extienden categor´ıas topolo´gicas generadas por
elevadores representables. El estudio de estos topos motiva la nocio´n de Topos-
Topolo´gico.
La teor´ıa desarrollada ha permitido, a trave´s de col´ımites de cierto tipo de
funtores, una descripcio´n de los objetos de las categor´ıas topolo´gicas generadas
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por elevadores representables, lo que revela el cara´cter algebraico de estas ca-
tegor´ıas. Adema´s, hemos demostrado que estas categor´ıas corresponden a las
coa´lgebras de co-teor´ıas algebraicas.
3.1. Topos de M-Conjuntos. Dado un monoide (M, ◦, e) llamaremos m−
conjunto a un conjunto X dotado con una accio´n a derecha de M notada x◦ f
que verifica las siguientes condiciones:
i) x ◦ e = x, ii) x ◦ (f ◦ g) = (x ◦ f) ◦ g
para todos x ∈ X y f, g ∈M .
Una m−aplicacio´n1 entre m−conjuntos X y Y es una funcio´n H : X → Y que
conserva la accio´n, lo cual significa que verifica
H(x ◦ f) = H(x) ◦ f
La categor´ıa determinada de esta manera, notada M − Sets, es equivalente al
topos de prehaces SetsM , por lo tantoM−Sets es un topos de Grothendieck, lo
cual implica que es un modelo de la teor´ıa de conjuntos en el cual se interpreta
la lo´gica intuicionista [8].
3.2. Categor´ıas topolo´gicas y topos.
3.2.1. El topos EW(Top) asociado a un espacio topolo´gico W. Sea W un es-
pacio topolo´gico yMW el monoide de los endomorfismos deW con la operacio´n
de composicio´n, MW = ([W,W ]Top, ◦).
El topos de m-conjuntos asociado a MW lo notaremos EW (Top).
Veamos una conexio´n entre la categor´ıa de los espacios topolo´gicos Top y el
topos EW (Top).
Cada espacio topolo´gico X se interpreta en EW (Top) como el m-conjunto
[W,X]Top con la accio´n definida por composicio´n:
[W,X]Top ×MW −→ [W,X]Top
(f, g) 7−→ f ◦ g
1En la literatura es conocido como aplicacio´n equivariante, este te´rmino que consideramos
apropiado lo hemos tomado de [7].
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A su vez, cada funcio´n continua f : X → Y , da lugar, por composicio´n a la
m-aplicacio´n:
f¯ : [W,X]Top −→ [W,Y ]Top
f¯(h) := f ◦ h
Para cada espacio topolo´gicoX, dada la identidad iX , se verifica i¯X = i[W,X]Top ,
siendo esta u´ltima la m-aplicacio´n identidad de [W,X]Top en EW (Top). Para
todo par de funciones continuas f : X → Y y g : Y → Z se tiene que g ◦ f =
g¯ ◦ f¯ . Por lo tanto se ha determinado un funtor
ΣW : Top −→ EW (Top)
definido por
ΣW (X) := [W,X]Top, ΣW (f) := f¯
3.2.2. Una adjuncio´n entre la categor´ıa topolo´gica EW(Top) y el topos EW(Top).
Teorema 3.2.1. Sea W un espacio topolo´gico. Consideremos el funtor
ΣW : EW (Top) −→ EW (Top)
restriccio´n del anterior. Entonces:
i) ΣW es fiel y pleno.
ii) ΣW tiene adjunto a izquierda, el que notaremos:
lW : EW (Top) −→ EW (Top)
Demostracio´n.
i) Veamos que ΣW es fiel. Sean f, g : X → Y funciones continuas. Si f¯ = g¯,
entonces para cada x ∈ X, la funcio´n constante hx : W → X de valor x,
verifica la igualdad f¯(hx) = g¯(hx), de donde f(x) = g(x). Por lo tanto
f = g.
Ahora veamos que ΣW es pleno. Sean X y Y espacios topolo´gicos y
α¯ : [W,X]Top → [W,Y ]Top una m-aplicacio´n. El objetivo es demostrar
que α¯ es la imagen por ΣW de una funcio´n continua de X en Y .
Para cada elemento w ∈ W notemos con tw : W → W la funcio´n
constante de valor w y para cada x ∈ X notemos con fx : W → X la
funcio´n constante de valor x.
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Los elementos constantes del m-conjunto [W,X]Top corresponden a las
funciones constantes. Puesto que α¯ es una m-aplicacio´n α¯ preserva ele-
mentos constantes. Entonces se determina la funcio´n
α : X −→ Y
definida por
α(x) := (α¯(fx))(w)
Veamos que α¯(h) = α ◦ h.
Sea w ∈W . Entonces:
(α ◦ h)(w) = α(h(w))
= α¯(fh(w))(w)
= α¯(h ◦ tw)(w)
= (α¯(h) ◦ tw)(w)
= α¯(h)(w)
Ahora, puesto que X ∈ EW (Top) y para toda f ∈ [W,X]Top,
α(f) ∈ [W,Y ]Top por definicio´n de estructura final, se tiene que α es
continua. Por lo tanto ΣW (α) = α¯; de donde ΣW es pleno.
ii) Es consecuencia del teorema 2 pag 41 dado en [14]. 
El teorema anterior permite identificar a EW (Top) como una subcategor´ıa re-
flexiva de EW (Top), hecho que se enuncia formalmente a continuacio´n.
Teorema 3.2.2. Sea W un espacio topolo´gico, EW (Top) es una subcategor´ıa
reflexiva de EW (Top).
Definicio´n 3.2.1. Sea W un espacio topolo´gico. Un W − funtor es un funtor
de una categor´ıa pequen˜a en la categor´ıa Top y de valor constante W .
De los teoremas anteriores se deduce que para todo espacio topolo´gico
X ∈ EW (Top), lW ([W,X]Top) ∼= X y puesto que [W,X]Top es col´ımite de
prehaces representables se sigue que X es col´ımite de W -funtores. Ma´s au´n, de
este hecho se deriva el siguiente resultado.
Teorema 3.2.3. Sea W un espacio topolo´gico. La categor´ıa EW (Top) corres-
ponde a los col´ımites de W−funtores definidos en Top.
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De manera dual, dado un espacio topolo´gico T , la categor´ıa CT (Top) corres-
ponde a los l´ımites de T -funtores definidos en Top.
Observacio´n 3.2.1. La caracterizacio´n anterior sugiere un cara´cter algebraico
de una subcategor´ıa de Top generada por un elevador representable y adema´s
establece un resultado ana´logo al de la teor´ıa de los topos de Grothendieck, en
donde los objetos son col´ımites de prehaces representables.
El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para que
dos categor´ıas determinadas por elevadores representables sean iguales.
Teorema 3.2.4. Sean W y Z espacios topolo´gicos. Entonces EW (Top) =
EZ(Top), si y solamente si, Z ∈ EW (Top) y W ∈ EZ(Top).
Demostracio´n. Si EW (Top) = EZ(Top) es claro que Z ∈ EW (Top) y W ∈
EZ(Top).
Ahora supongamos que Z ∈ EW (Top) y W ∈ EZ(Top). Entonces, por el
Teorema 3.2.3, puesto que EZ(Top) es cerrada para col´ımites EZ(Top) ⊂
EW (Top). De la misma forma EW (Top) ⊂ EZ(Top). Por lo tanto EZ(Top) =
EW (Top). 
Ejemplos 3.2.1.
1) Recordemos que EN∞(Top) es la categor´ıa de los espacios secuenciales. No-
temos con C el espacio de Cantor. Veamos que EC(Top) = EN∞(Top).
Notemos conMetK a la subcategor´ıa plena de Top formada por los espa-
cios me´tricos compactos. Puesto que EC(Top) es cerrada para la formacio´n
de cocientes y todo espacio me´trico compacto es un cociente del espacio de
Cantor, se tiene que MetK es una subcategor´ıa de EC(Top). En particular
N∞ ∈ EC(Top). Ahora, puesto que el espacio de Cantor es me´trico, es se-
cuencial, por lo tanto C ∈ EN∞(Top). Entonces, haciendo uso del Teorema
3.2.4 se tiene que EC(Top) = EN∞(Top)
El conjunto de los nu´meros reales R es secuencial, luego R ∈ EC(Top),
de donde R es un col´ımite de C-funtores, esto es R se recupera a trave´s del
espacio de Cantor. Ma´s au´n, todo espacio me´trico es col´ımite de N∞-funtores
y tambie´n col´ımite de C-funtores.
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Entonces, la igualdad EC(Top) = EN∞(Top) insinu´a a C y a N∞ como
espacios generadores de la mayor´ıa de los espacios topolo´gicos u´tiles para el
trabajo de la topolog´ıa y el ana´lisis.
2) Sea X un conjunto de cardinal mayor que 1. El monoide de endomorfismos
M(X,D) del espacio discreto (X,D) es isomorfo al monoide de endomorfismos
M(X,G) del espacio grosero (X,G). Por lo tanto estos monoides generan to-
pos isomorfos, as´ı que, E(X,D)(Top) ∼= E(X,G)(Top). No´tese que (X,D) no es
isomorfo a (X,G), (X,D) ∈ E(X,G)(Top) y (X,G) /∈ E(X,D)(Top), de don-
de E(X,D)(Top) 6= E(X,G)(Top). Este ejemplo muestra espacios topolo´gicos
distintos que producen el mismo topos y categor´ıas topolo´gicas distintas.
3) En la categor´ıa CI(Top), cada espacio completamente regular resulta como
l´ımite de I − funtores.
El estudio de los topos hasta ahora construidos motiva la siguiente definicio´n.
Definicio´n 3.2.2. Sea C una categor´ıa topolo´gica. Se dice que E es un topos
C-topolo´gico si E contiene una subcategor´ıa reflexiva equivalente a C. En tal
caso al par (C, E) lo llamaremos un Tandem Topolo´gico.
Ejemplos 3.2.2.
1) Todo topos E es E − topolo´gico. Para esto, basta considerar en la definicio´n,
C como E y C como categor´ıa topolo´gica fibrada sobre C a trave´s del funtor
identidad.
2) Sea W un espacio topolo´gico y M un submonoide de MW . Si M contiene
las funciones constantes entonces (EW (Top),M−Sets) es un tandem. La
prueba de este hecho es ana´loga a la dada en el Teorema 3.2.1.
3.3. El cara´cter algebraico de las subcategor´ıas de Top generadas
por elevadores idempotentes. En una categor´ıa, una teor´ıa algebraica T
en forma monoide refleja la nocio´n de monoide. Por su parte, la nocio´n de
a´lgebra asociada a T captura los conceptos cla´sicos de a´lgebra considerados en
a´lgebra universal. Como veremos enseguida, la categor´ıa topolo´gica asociada a
un coelevador (elevador) corresponde a las a´lgebras (coa´lgebras) de una teor´ıa
(co-teor´ıa) algebraica.
Las definiciones 3.3.1 y 3.3.2 son tomadas de [16].
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Definicio´n 3.3.1. Una teor´ıa algebraica T en forma monoide en una categor´ıa
C es un tripla (T, η, µ) donde T es un endofuntor de C, η es una transformacio´n
natural del funtor identidad de C en T y µ es una transformacio´n natural
de T ◦ T en T , tales que para cada objeto X de C se verifican las siguientes
condiciones:
i) µX ◦ ηT (X) = idT (X).
ii) µX ◦ T (µX) = idT (X).
iii) µX ◦ µT (X) = µX ◦ T (µX).
idT (X) corresponde a la identidad de T (X).
Definicio´n 3.3.2. Sea T = (T, η, µ) una teor´ıa algebraica en una categor´ıa C.
Una T −a´lgebra es una pareja (X, δ) donde X es un objeto de C y δ : T (X)→ X
es un morfismo en C llamado la funcio´n estructural de (X, δ) que verifica los
siguientes axiomas:
i) δ ◦ ηX = idX .
ii) δ ◦ T (δ) = δ ◦ µX .
Si (X, δ) y (Y, θ) son T -a´lgebras, un T -homomorfismo de (X, δ) a (Y, θ) es un
morfismo f : X → Y tal que θ ◦ T (f) = f ◦ δ.
Puesto que T es un funtor, idX : (X, δ) → (X, δ) es un T -homomorfismo
y la composicio´n de T -homomorfismos es T -homomorfismo. Por lo tanto se
determina la categor´ıa de las T -a´lgebras y T -homomorfismos notada CT .
De manera dual se define la categor´ıa de las coa´lgebras CT a partir de la nocio´n
dual de teor´ıa algebraica.
Proposicio´n 3.3.1. Sea C : Top → Top un coelevador idempotente. La cate-
gor´ıa C(Top) corresponde a las a´lgebras de una teor´ıa algebraica.
Demostracio´n. La familia de identidades {iX : X → C(X)}X∈Top define una
transformacio´n natural η del funtor identidad de Top en el funtor C, siendo
ηX = iX . Puesto que C es idempotente, la familia de identidades {iX : (C ◦
C)(X) → C(X)}X∈Top define una transformacio´n natural µ de C ◦ C en C
donde µX = iX .
Es fa´cil ver que la tripla (Top, η, µ) define una teor´ıa algebraica en Top y
que la categor´ıa de las a´lgebras asociada corresponde a la categor´ıa topolo´gica
C(Top). 
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De manera dual la categor´ıa topolo´gica determinada por un elevador corres-
ponde a la categor´ıa de las coa´lgebras de una co-teor´ıa algebraica.
Observacio´n 3.3.1. El Teorema 3.2.3, la Observacio´n 3.2.1 y la Proposicio´n
3.3.1 evidencian el cara´cter algebraico de las subcategor´ıas de Top generadas
por elevadores y coelevadores representables.
3.4. El topos ER(Top) asociado al espacio usual de los nu´meros rea-
les. El topos ER(Top) contiene como subcategor´ıa reflexiva a la categor´ıa to-
polo´gica ER(Top). El objeto de los nu´meros reales en ER(Top) que notaremos
RE corresponde al anillo usual de los nu´meros reales con la accio´n trivial.
Con el trabajo desarrollado en el topos ER(Top) deseamos ilustrar co´mo cons-
trucciones de cara´cter algebraico en un topos topolo´gico, extienden construc-
ciones del mismo tipo en categor´ıas topolo´gicas.
Inclusio´n de los espacios vectoriales topolo´gicos sobre R en el topos
ER(Top). En esta seccio´n EV T es la categor´ıa de los espacios vectoriales to-
polo´gicos y transformaciones lineales continuas sobre el campo de los nu´meros
reales R.
Las siguientes definiciones toman como base [9] en donde se desarrolla una
teor´ıa completa de estructuras algebraicas en un topos.
Un RE−mo´dulo V en ER(Top) es un R − mo´dulo en el sentido habitual de
tal manera que las operaciones de adicio´n (+) y multiplicacio´n por escalar (·)
son m − aplicaciones, esto es, para todos v, w ∈ V , y para todos r, r1 ∈ R
(v + w) ◦ r = v ◦ r + w ◦ r y (v · r) ◦ r1 = (v ◦ r1) · r.
Un RE−homomorfismo entre dos RE−mo´dulos V y W es una m − aplicacio´n
f : V →W que es R−homomorfismo de R−mo´dulos.
La categor´ıa de los RE−mo´dulos la notaremos ModRE (ER(Top)).
Veamos la manera de interpretar los espacios vectoriales topolo´gicos como
RE−mo´dulos en el topos ER(Top).
El funtor
ΣR : Top −→ ER(Top)
V 7−→ [R, V ]Top
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permite interpretar un espacio vectorial topolo´gico como un RE−mo´dulo en
ER(Top) de la siguiente manera:
ΣR : EV T −→ ER(Top)
V −→ [R, V ]Top
En efecto, en el conjunto [R, V ]Top se define la operacio´n de adicio´n:
(f + g)(v) := f(v) + g(v).
Debido a la propiedad universal del producto en Top y a que (V,+) es un grupo
topolo´gico, la operacio´n anterior resulta bien definida, esto es f +g es continua
por ser la compuesta de funciones continuas, f + g = (+) ◦ 〈f, g〉. Ahora como
V es un grupo abeliano se sigue que ([R, V ],+) es un grupo abeliano en Sets.
La accio´n por composicio´n del monoideMR sobre [R, V ]Top hace de ([R, V ]Top,+)
un grupo abeliano en ER(Top), para lo cual basta demostrar que la operacio´n de
adicio´n es una m-aplicacio´n. En efecto, para todas f, g ∈ [R, V ]Top y h ∈ [R,R]
se tiene que (f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h.
Finalmente [R, V ]Top se convierte en RE -mo´dulo en ER(Top) definiendo para
cada f ∈ [R, V ]Top y cada r ∈ R la multiplicacio´n as´ı:
(f · r)(x) := f(x)r,
funcio´n que resulta m-aplicacio´n. En efecto, teniendo en cuenta que RE tiene
la accio´n trivial so´lo se debe verificar que para todos f ∈ [R, V ]Top, r ∈ R y
g ∈ [R, V ]Top, se tiene que (f ◦ h) · r = (f · r) ◦ h, hecho que resulta evidente.
Ahora, si α : V → W es una transformacio´n lineal y continua, entonces la
funcio´n
α¯ : [R, V ]Top → [R,W ]Top
definida por
α¯(f) = α ◦ f
es una m-aplicacio´n y adema´s un RE -homomorfismo en la categor´ıa
ModRE (ER(Top)). En efecto, α¯(f · r) = α ◦ (f · r) = (α ◦ f) · r = α¯(f) · r
y α¯(f + g) = α¯(f) + α¯(g) como consecuencia de la linealidad de α.
Definicio´n 3.4.1. Un espacio vectorial topolo´gico V se dice R−final si V es
un objeto de la categor´ıa ER(Top).
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La subcategor´ıa plena de EV T formada por los espacios R−finales la notaremos
EV T (R).
Puesto que (ER(Top), ER(Top)) es un tandem, se tiene la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 3.4.1. El funtor
ΣR : EV T (R)→ModRE (ER(Top))
es fiel y pleno.
Demostracio´n.
i) Veamos que ΣR es fiel. Sean α, β : V → W transformaciones lineales
continuas. Supongamos que ΣR(α) = ΣR(β). Entonces para toda f ∈
[R, V ]Top α¯(f) = β¯(f), lo cual implica que α ◦ f = β ◦ f . Sea v ∈ V ,
entonces v determina una funcio´n constante de R en V de valor v, por lo
tanto α(v) = β(v), de donde α = β.
ii) Veamos ahora que ΣR es pleno. Sea V y W espacios vectoriales R-finales
y sea α¯ : [R, V ]Top → [R,W ]Top un RE -homomorfismo. Entonces α¯ es una
m-aplicacio´n en ER(Top), luego existe una funcio´n continua α : V → W
tal que α¯(f) = α ◦ f para toda f ∈ [R, V ]Top. Veamos que α es lineal.
Sean u, v ∈ V , entonces se determinan funciones continuas fu, fv : R→ V
de valores constantes u y v respectivamente. Por lo tanto,
α¯(fu + fv) = α¯(fu) + α¯(fv),
de donde
α ◦ (fu + fv) = α ◦ fu + α ◦ fv.
En particular para un valor arbitrario x de R, se tiene que:
α ◦ (fu + fv)(x) = (α ◦ fu)(x) + (α ◦ fv)(x).
Por lo tanto
α(u+ v) = α(u) + α(v).
Para completar la prueba de la linealidad de α, sean v ∈ V y r ∈ R.
Entonces, se determina una funcio´n constante de valor v, fv : R → V y
puesto que α¯ es RE -homomorfismo,
α¯(fv · r) = α¯(fv) · r,
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luego
α ◦ (fv · r) = α(fv) · r.
En particular para un elemento x de R se tiene que:
(α ◦ (fv · r))(x) = ((α ◦ fv) · r)(x)
= α(fv(x) · r)
= (α ◦ fv)(x) · r
= α(vr)
= α(v)r. 
La proposicio´n anterior determina a EV T (R) como una categor´ıa isomorfa a
una subcategor´ıa plena de ModRE (ER(Top)). De este modo, consideramos que
la categor´ıa de los RE−mo´dulos en el topos ER(Top) es una buena extensio´n de
la categor´ıa de los espacios vectoriales reales cuya topolog´ıa esta´ en la categor´ıa
topolo´gica ER(Top).
Considerando el isomorfismo de arriba, anotamos formalmente la siguiente pro-
posicio´n.
Proposicio´n 3.4.2. EV T (R) es una subcategor´ıa plena de ModRE (ER(Top)).
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